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΄Ασκηση 1. Βρείτε τα ελάχιστα πολυώνυµα των ακόλουθων πινάκων πραγµατικών αριθµών:

A =


3 −4 0 0
4 −5 0 0
1 0 3 −2
0 1 2 −1

 και B =

 4 0 −1
0 4 −1
−1 −1 5


Λύση. Για το πίνακα A έχουµε :

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3− t −4 0 0

4 −5− t 0 0
1 0 3− t −2
0 1 2 −1− t

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣3− t −4

4 −5− t

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣3− t −2
2 −1− t

∣∣∣∣ = (t+ 1)2(t− 1)2

Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) διαιρεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
PA(t), και άρα τα πιθανά ελάχιστα είναι τα ακόλουθα:

(t+ 1)(t− 1), (t+ 1)2(t− 1), (t+ 1)(t− 1)2, (t+ 1)2(t− 1)2

Στη συνέχεια υπολογίζουµε ποιο από τα παρακάτω γινόµενα δίνει το µηδενικό πίνακα: (A+ I4)(A−
I4), (A+ I4)

2(A− I4), (A+ I4)(A− I4)
2, (A+ I4)

2(A− I4)
2. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι

(A+ I4)(A− I4) 6= O, (A+ I4)
2(A− I4) 6= O, (A+ I4)(A− I4)

2 6= O

΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το

QA(t) = (t+ 1)2(t− 1)2

Πραγµατικά:

(A+ I4)
2(A− I4)

2 =


4 −4 0 0
4 −4 0 0
1 0 4 −2
0 1 2 0


2

2 −4 0 0
4 −6 0 0
1 0 2 −2
0 1 2 −2


2

= · · · =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


δηλαδή το (t+1)2(t− 1)2 µηδενίζει τον πίνακα A και είναι το κανονικό πολυώνυµο µε τον µικρότερο
ϐαθµό το οποίο µηδενίζει τον πίνακα A. Εποµένως το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A είναι
QA(t) = (t+ 1)2(t− 1)2.
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Για το πίνακα B έχουµε :

PB(t) =

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1

0 4− t −1
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1

−(4− t) 4− t 0
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (4− t)

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1
−1 1 0
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2+Γ3

(4−t)

∣∣∣∣∣∣
4− t 0 −1
−2 0 5− t
−1 −1 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (4−t)
∣∣∣∣4− t −1
−2 5− t

∣∣∣∣ = (4−t)(t2−9t+18) = (4−t)(t−3)(t−6)

Συνεπώς, αφού το ελάχιστο πολυώνυµο QB(t) έχει τις ίδιες ϱίζες µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
PB(t) έπεται ότι QB(t) = (4− t)(t− 3)(t− 6). 2

΄Ασκηση 2. Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) του πίνακα

A =

 1 2 3
−1 0 4
0 2 2


και στη συνέχεια µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να υπολογίσετε τον πίνακα

B = A23 − 3A22 − 4A21 + 10A20 −A6 + 3A5 + 4A4 − 11A3 + 4A2 + 5A+ I3

Λύση. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) είναι

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
1− t 2 3
−1 −t 4
0 2 2− t

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −t3 + 3t2 + 4t− 10

Θεωρούµε το πολυώνυµο

R(t) = t23 − 3t22 − 4t21 + 10t20 − t6 + 3t5 + 4t4 − 11t3 + 4t2 + 5t+ 1

∆ιαιρώντας το πολυώνυµο R(t) µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) ϑα έχουµε :

R(t) = PA(t)(−t20 + t3 + 1) + (t2 + t+ 11) (∗)

Από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε ότι PA(A) = 0. Εποµένως, από τη σχέση (∗) έχουµε :

B = R(A) = PA(A)(−A20 +A3 + I3) + (A2 +A+ 11I3)

=⇒ B = A2 +A+ 11I3

=⇒ B =

 11 10 20
−2 17 9
−2 6 25

 2

΄Ασκηση 3. ΄Εστω A =

(
2 −5
−1 3

)
. Με τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να

εκφράσετε τον αντίστροφο του πίνακα

B = A4 + 5A3 − 48A2 − I2

µε τη µορφή κA+ λI2, κ, λ ∈ R.
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Λύση. ΄Εχουµε :

PA(t) =

∣∣∣∣2− t −5
−1 3− t

∣∣∣∣ = (2− t)(3− t)− 5 = t2 − 5t+ 1

Θεωρούµε το πολυώνυµο R(t) = t4 + 5t3 − 48t2 − 1 και εκτελούµε τη διαίρεση του R(t) µε το PA(t):

R(t) = PA(t)(t
2 + 10t+ 1) + (−5t− 2)

Εποµένως, από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε :

B = R(A) = PA(A)(A
2 + 10A+ I2) + (−5A− 2I3) = −5A− 2I2

Εποµένως :

B =

(
−12 25

5 −17

)
Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα B. ΄Εχουµε :

PB(t) =

∣∣∣∣−12− t 25
5 −17− t

∣∣∣∣ = (−12− t)(−17− t)− 125 = t2 + 29t+ 79

Συνεπώς από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε :

PB(B) = 0 =⇒ B2 + 29B + 79I2 = 0

=⇒ B(B + 29I2) = −79I2

=⇒ B(− 1

79
(B + 29I2)) = I2

=⇒ B−1 = − 1

79
(B + 29I2)

=⇒ B−1 = − 1

79
(−5A− 2I2 + 29I2)

=⇒ B−1 =
5

79
A− 27

29
I2

΄Αρα εκφράσαµε τον αντίστροφο του πίνακα B στη µορφή κA+λI2, όπου κ = 5
79 και λ = −27

29 . 2

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A ένας 2 × 2 πίνακας µε στοιχεία από το R, και έστω k ένας ϕυσικός αριθµός,
k > 2. Με τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να αποδείξετε ότι

Ak = 0 =⇒ A2 = 0

Λύση. Θεωρούµε το πολυώνυµο R(t) = tk. Τότε από υπόθεση έπεται ότι R(A) = Ak = 0. Συνεπώς
το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του πίνακα A διαιρεί το πολυώνυµο g(t) και άρα QA(t) = tn όπου
1 ≤ n ≤ k. ΄Οµως ο ϐαθµός του QA(t) δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερος του 2 διότι QA(t)/PA(t)
και degPA(t) = 2. ΄Αρα έχουµε ότι 1 ≤ n ≤ 2. Αν n = 1 τότε QA(t) = t και από το Θεώρηµα των
Cayley-Hamilton έχουµε

QA(A) = 0 =⇒ A = 0 =⇒ A2 = 0

που είναι η τετριµµένη περίπτωση.

Αν n = 2 τότε QA(t) = t2 και από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έπεται ότι

QA(A) = 0 =⇒ A2 = 0

και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο. 2
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΄Ασκηση 5. ΄Εστω R(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k ένα πολυώνυµο υπεράνω του K µε a0 6= 0.

(1) ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος
υπεράνω του K. Αν R(f) = 0, δείξτε ότι η f είναι ισοµορφισµός. Να υπολογισθεί η f−1.

(2) Αν A ∈Mn×n(K) και R(A) = 0, δείξτε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και υπολογίστε τον A−1.

Λύση. Συµβολίζουµε µε IE : E −→ E την ταυτοτική απεικόνιση στον E. Αφού a0 6= 0 έχουµε :

R(f) = a0IE + a1f + · · ·+ akf
k = 0

=⇒ a1f + · · ·+ akf
k = −a0IE

=⇒ f ◦ (a1IE + · · ·+ akf
k−1) = −a0IE

=⇒ f ◦ (−a1

a0
IE − · · · −

ak
a0
fk−1) = IE

Παρόµοια ϑα έχουµε : (−a1
a0
IE − · · · − ak

a0
fk−1) ◦ f = IE.

΄Αρα η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός µε

f−1 = −a1

a0
IE − · · · −

ak
a0
fk−1

΄Οµοια δουλεύουµε στη περίπτωση του ερωτήµατος (2). 2

΄Ασκηση 6. ΄Εστω ο n× n πίνακας

A =


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας 1

nA είναι ταυτοδύναµος, δηλαδή ( 1
nA)

2 = 1
nA.

(2) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του 1
nA.

(3) Να δειχθεί ότι ο πίνακας 1
nA είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;

Λύση. Για το πρώτο ερώτηµα έχουµε :

(
1

n
A)2 = (

1

n
A)(

1

n
A) =

1

n2


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1



1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 =
1

n2


n n · · · n
n n · · · n
...

...
. . .

...
n n · · · n

 =
1

n
A

και άρα ο πίνακας 1
nA είναι ταυτοδύναµος.

΄Εστω λ µια ιδιοτιµή του πίνακα B = 1
nA. Συνεπώς, υπάρχει ένα µη-µηδενικο διάνυσµα στήλη X

έτσι ώστε BX = λX. Αφού B2 = B από το πρώτο ερώτηµα, τότε έχουµε :

BX = λX =⇒ B2X = λBX =⇒ BX = λ2X =⇒ λX = λ2X =⇒ (λ− λ2)X = 0

και αφού τοX 6= 0 έπεται ότι λ(1−λ) = 0. Αντίστροφα εύκολα ϐλέπουµε ότι πράγµατι οι αριθµοί 0, 1
είναι ιδιοτιµές του B. Εποµένως, ο πίνακας B = 1

nA έχει ιδιοτιµές : λ1 = 0, λ2 = 1 µε κατάλληλες
πολλαπλότητες. Θεωρούµε το πολυώνυµο R(t) = t2 − t. Τότε

R(B) = B2 −B = B −B = 0

και άρα το ελάχιστο πολυώνυµο QB(t) του πίνακα B διαιρεί το πολυώνυµο R(t). Εποµένως, έχουµε :

QB(t) / R(t) =⇒ QB(t) = 1 ή QB(t) = t− 1 ή QB(t) = t(t− 1)
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΄Οµως το ελάχιστο πολυώνυµο πρέπει να έχει όλες τις ϱίζες του χαρακτηριστικού PB(t). ΄Αρα

QB(x) = t(t− 1)

και συνεπώς από γνωστό Θεώρηµα (ϐλέπε Θεώρηµα 4.6 στα Θεωρητικά Θέµατα: Κεφάλαιο 1) έπεται
ότι ο πίνακας B = 1

nA διαγωνοποιείται. 2

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ∈Mn(C). Αν η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 0, να δειχθεί ότι An = 0.

Λύση. Αφού η µόνη ιδιοτιµή του πίνακα A είναι η λ = 0 έπεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
είναι : PA(t) = tn. Τότε από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε PA(A) = An = 0 και άρα
έχουµε το Ϲητούµενο. 2

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε τον πίνακα A =

1 2 −1
1 0 1
4 −4 5

.

(1) Να ϐρεθεί µη-µηδενικό πολυώνυµο Q(t) έτσι ώστε Q(A) = 0.
(2) Να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί πολυώνυµο P (t) έτσι ώστε P (A) = A−1.

Λύση. Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
1− t 2 −1

1 −t 1
4 −4 5− t

∣∣∣∣∣∣ = · · · = −t3 + 6t2 − 11t+ 6

και άρα από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε :

PA(A) = 0 =⇒ −A3 + 6A2 − 11A+ 6I3 = 0

=⇒ A3 − 6A2 + 11A = 6I3

=⇒ A(
1

6
(A2 − 6A+ 11I3)) = I3

=⇒ A−1 =
1

6
A2 −A2 +

11

6
I3

Εποµένως ϐρήκαµε πολυώνυµα Q(t) = −t3 + 6t2 − 11t+ 6 και P (t) = 1
6 t

2 − t+ 11
6 έτσι ώστε

Q(A) = 0 και P (A) = A−1

Να σηµειώσουµε ότι από τον υπολογισµό του χαρακτηριστικού πολυωνύµου PA(t) = −t3+6t2−11t+6
γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος διότι |A| = 6, όπου 6 είναι ο σταθερός όρος του
πολυωνύµου PA(t). 2

΄Ασκηση 9. ΄Εστω A και B δύο όµοιοι n× n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δείξετε ότι οι
πίνακες A και B έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυµο : QA(t) = QB(t).

Λύση. Βλέπε Θεωρητικά Θέµατα: Κεφάλαιο 1. 2

΄Ασκηση 10. Να δείξετε ότι ένας µηδενοδύναµος πίνακας A ∈ Mn×n(K), δηλαδή Am = O, είναι
διαγωνοποιήσιµος αν και µονο αν A = O.
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Λύση. ΄Εστω ότι ο µηδενοδύναµος πίνακαςA είναι διαγωνοποιήσιµος. Τότε γνωρίζουµε ότι το ελάχιστο
πολυώνυµο QA(t) είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων. ΄Εστω το πολυώνυµο
Q(t) = tm. Τότε έχουµε ότι Q(A) = Am = O και άρα

QA(t) / Q(t) =⇒ QA(t) = tk, 1 ≤ k ≤ m

΄Οµως αφού τοQA(t) είναι γινόµενο διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων έπεται ότιQA(t) = t.
Εποµένως από το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton έχουµε ότι A = O. Η αντίστροφη κατεύθυνη έπεται
άµεσα. 2

΄Ασκηση 11. ΄Εστω A ένας 4× 4 πίνακας πραγµατικών αριθµών για τον οποίο ισχύουν τα εξής :

A ·


1
0
1
0

 =


0
0
0
0

 , A ·


0
0
0
1

 =


0
0
0
−1

 , A ·


0
2
0
1

 =


0
4
0
2

 , A ·


1
0
−2
1

 =


2
0
−4
2

 .

Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του A.

Λύση. Θεωρούµε το πίνακα

B =


1 0 0 1
0 0 2 0
1 0 0 −2
0 1 1 1


και ϑέτουµε :

E1 =


1
0
1
0

 , E2 =


0
0
0
1

 , E3 =


0
2
0
1

 , E4 =


1
0
−2
1


Εύκολα υπολογίζουµε ότι |B| = −6 6= 0 και άρα ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως το
σύνολο {E1, E2, E3, E4} αποτελεί ϐάση του R4 και ιδιαίτερα έχουµε :

E1 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ1 = 0 αφού A · E1 = 0 · E1

E2 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ2 = −1 αφού A · E2 = −1 · E2

E3 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ3 = 2 αφού A · E3 = 2 · E3

E4 : ιδιοδιάνυσµα του A µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λ3 = 2 αφού A · E4 = 2 · E4

Επειδή η ϐάση {E1, E2, E3, E4} αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A έπεται ότι ο A διαγω-
νοποιείται. ΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A είναι

QA(t) = t(t+ 1)(t− 2)

Τέλος να σηµειώσουµε ότι µπορούµε να υπολογίσουµε το πίνακα A. Πράγµατι έχουµε :

B−1 ·A ·B =


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 =⇒ A = B ·


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ·B−1
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=⇒ A =


1 0 0 1
0 0 2 0
1 0 0 −2
0 1 1 1

·

0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

·


2
3 0 1

3 0
−1

3 −1
2

1
3 1

0 1
2 0 0

1
3 0 −1

3 0

 = · · · =


2
3 0 −2

3 0
0 2 0 0
−4

3 0 4
3 0

1 3
2 −1 −1

 2

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =

0 1 0
2 −2 2
2 −3 2


(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
(2) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 ·A · P να είναι άνω τριγωνικός.

Λύση. Βρίσκουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
−t 1 0
2 −2− t 2
2 −3 2− t

∣∣∣∣∣∣ = −t
∣∣∣∣−2− t 2
−3 2− t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣2 2
2 2− t

∣∣∣∣ = −t3
Εποµένως η µόνη ιδιοτιµή του πίνακα A είναι η λA = 0 µε αλγεβρική πολλαπλότητα 3. Για τον
ιδιόχωρο V(0) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα:0 1 0

2 −2 2
2 −3 2

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 y = 0
2x− 2y + 2z = 0
2x− 3y + 2z = 0

=⇒
{
y = 0
z = −x

και άρα

V(0) =
{ x

0
−x

 ∈ R3 | x ∈ R
}
=
〈 1

0
−1

〉
Εποµένως ο πίνακας A δεν διαγωνοποιείται αφού

dimR V(0) = 1 6= 3 = πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λA = 0

Στη συνέχεια, ακολουθώντας τον αλγόριθµο τριγωνοποίησης όπως αυτός περιγράφεται στα Θεωρη-

τικά Θέµατα του Κεφαλαίου 1, ϑα ϐρούµε αντιστρέψιµο πίνακα P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 · A · P να
είναι άνω τριγωνικός. Ξεκινάµε πρώτα συµπληρώνοντας το διάνυσµα της ϐάσης του V(0) σε µια ϐάση
του R3. Το σύνολο

B1 =
{ 1

0
−1

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

}
αποτελεί µια ϐάση του R3. Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

P1 =

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1


ο οποίος σχηµατίστηκε από τις στήλες της ϐάσης B1. Τότε

P−1
1 =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

 και P−1
1 ·A · P1 =

0 1 0
0 −2 2
0 −2 2


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Αφού ο πίνακας P−1
1 · A · P1 δεν είναι άνω τριγωνικός συνεχίζουµε τη διαδικασία του αλγόριθµου

τριγωνοποίησης. Θεωρούµε το πίνακα

B =

(
−2 2
−2 2

)
και τότε

PB(t) =

∣∣∣∣−2− t 2
−2 2− t

∣∣∣∣ = t2

΄Αρα ο πίνακας B έχει ιδιοτιµή την λB = 0 µε πολλαπλότητα 2. Να σηµειώσουµε ότι οι ιδιοτιµές
του πίνακα B είναι και ιδιοτιµές του A, και άρα η µόνη ιδιοτιµή του B είναι πράγµατι η λB = 0 µε
αλγεβρική πολλαπλότητα 2. Για τον ιδιόχωρο V(0) λύνουµε το οµογενές σύστηµα:(

−2 2
−2 2

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒ y = x

και άρα

V(0) =
{(x

x

)
∈ R2 | x ∈ R

}
=
〈(1

1

)〉
Συνεπώς ο πίνακας B δεν διαγωνοποιείται αφού

dimR V(0) = 1 6= 2 = πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λB = 0

και άρα συνεχίζουµε τον αλγόριθµο τριγωνοποίησης, δηλαδή συµπληρώνουµε το διάνυσµα της ϐάσης
του V(0) σε µια ϐάση του R2. Το σύνολο

B2 =
{(1

1

)
,

(
0
1

)}
αποτελεί µια ϐάση του R2 και άρα έχουµε τον αντιστρέψιµο πίνακα

P2 =

(
1 0
1 1

)
Τότε υπολογίζουµε :

P−1
2 ·B · P2 =

(
1 0
−1 1

)
·
(
−2 2
−2 2

)
·
(
1 0
1 1

)
=

(
0 2
0 0

)
δηλαδή ο πίνακας P−1

2 ·B ·P2 είναι άνω τριγωνικός και άρα ο αλγόριθµος τριγωνοποίησης σταµατάει.
Τέλος υπολογίζουµε την άνω τριγωνική µορφή του πίνακα A. Θέτουµε

Q2 =

1 0 0
0 1 0
0 1 1


και τότε έχουµε :

(P1 ·Q2)
−1 ·A · (P1 ·Q2) = · · · =

0 1 0
0 0 2
0 0 0


Εποµένως ϐρήκαµε αντιστρέψιµο πίνακα P := P1 ·Q2 έτσι ώστε ο πίνακας P−1 · A · P να είναι άνω
τριγωνικός. 2


